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带领大家翻越那一座座山，领略那旖旎的风光

提纲

1 基础：线性代数、概率论、力学的思想

2 经典概率论的密度矩阵形式

3 量子力学简介（态叠加原理与密度矩阵）

4 量子博弈的定义

5 量子博弈之于经典博弈

6 可供研究的问题

7 致谢，参考文献
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准备知识的准备知识

线性代数

1 有限维矢量空间，基矢，分量，新的符号（Dirac记号）。以二维矢
量空间为例，取正交归一基矢

|1〉 =

[
1
0

]
, |0〉 =

[
0
1

]
, (1)

任意矢量可以做展开，[
α
β

]
= α |1〉+ β |0〉 . (2)

矢量之间的内积可以通过（复）共轭转置来计算，例如，|1〉的共轭
转置（记为〈1|）为

〈1| =
[

1 0
]
, (3)

因此，〈1| 1〉 = 1，〈1| 0〉 = 1。
2 矩阵的本征值和本征矢量，不同本征值所对应的本征矢量相互正
交，所有本征矢量的集合可以做为空间的正交归一基矢，基矢的选
择不唯一。例如可以取|↑, ↓〉 = |1〉±|0〉√

2
。

J. Wu (BNU) 量子博弈 复杂系统暑期学校 3 / 14



准备知识的准备知识

经典概率论

1 离散事件的概率（经典概型），基本事件Ω = {ξ1, ξ2}，观测
量A|Ω→R。通常记号：状态矢量与观测量

P =

[
p1

p2

]
, A =

[
a1

a2

]
. (4)

期望

〈A〉 = ATP =
∑
i

aipi . (5)

2 新的符号：状态的密度矩阵记号与观测量的矩阵

ρ =

[
p1 0
0 p2

]
, A =

[
a1 0
0 a2

]
. (6)

期望

〈A〉 = tr (AP) =
∑
i

aipi . (7)
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准备知识的准备知识

力学

1 力学的基本思想：
运动学：描述物体的状态，状态的变化
动力学：什么导致的状态的变化

2 例子，硬币的状态与翻硬币
最一般的硬币状态：

ρ0 =

[
p1 0
0 p2

]
(8)

硬币状态的变化，翻的操作记为X =

[
0 1
1 0

]
，作用X |1〉 = |0〉等

等。一般而言，

ρf = Xρ0X
† (9)

观测量，正面赢钱，A =

[
1 0
0 −1

]
，则收益为

EA = tr (Aρ) . (10)
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准备知识

量子力学

1 量子态：Hilbert矢量空间H，密度矩阵（ρ ∈ N (H)）
2 状态的演化（幺正算符，U ∈ U (H)）与物理量（厄米算
符，H ∈ O (H)）的平均值：

ρf = Uρ0U
†, (11)

E = tr(ρH). (12)

3 态叠加原理：∀ |φ〉 , |ψ〉 ∈ H, α |φ〉+ β |ψ〉 ∈ H。思思思考考考：：：硬硬硬币币币能能能处处处
于于于|1〉+ |0〉吗吗吗？？？。这一性质导致密度矩阵的非对角元：例子，处
于x方向向上态的自旋：

1√
2

[
1
1

]
−→ ρq =

1

2

[
1 1
1 1

]
.

(13)
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准备知识

量子力学与经典概率论对比

1 经典概率论的矩阵形式：对角化的密度矩阵，方程(9)和(10)与方
程(11)和(12)一样。例子，处于正反各半的硬币：

ρc =
1

2

[
1 0
0 1

]
=

1

2
|1〉 〈1|+ 1

2
|0〉 〈0| . (14)

2 量子态|↑〉 = |1〉+|0〉√
2
，

ρq =
1

2

[
1 1
1 1

]
=

1

2
(|1〉 〈1|+ |1〉 〈0|+ |0〉 〈1|+ |0〉 〈0|) . (15)

3 “|1〉 〈0|”称为非对角元，是量子力学区别于经典力学的唯一地方。
4 为什么量子力学的数学形式是这样的，不讲，达到真正理解量子力
学，唯一还要搞懂的问题。
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准备知识

经典博弈

1 博弈：多个体的有利益冲突的决策行为，行为预测，机制设计

2 博弈的解：纯策略与混合策略，混混混合合合策策策略略略Nash均均均衡衡衡的的的存存存在在在性性性
3 例子：翻硬币游戏的通常的抽象定义：Γc =

(
S1 ⊗ S2,G 1,2

)
，

策略（S1,2 = {I ,X}，对应不翻，翻）
支付矩阵（G 1,2）

G 1 =

 I X
I 1 −1
X −1 1

 = −G 2, (16)

收益（E 1,2）

E i =
(
P1
)T

G iP2, (17)

其中P i为参与者i的混合策略几几几率率率分分分布布布矢矢矢量量量。例如

P1 =

[
p1

1− p1

]
. (18)
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准备知识

经典博弈续

1 翻硬币游戏的操作性定义：γc =
(
ρc0,U (H)⊗ U (H) ,L,G1,2

)
初态，ρc0 ∈ H，初态向上ρc =

[
1 0
0 0

]
操作，S1,2 = U (H) ,S = S1 ⊗ S2，S = {I ,X}
算符操作，L| : S −→ U (H)，L

(
s1, s2

)
= s2s1，1先2后

收益函数，
{
G1,2

}
G1 =

[
1 0
0 −1

]
= −G2 (19)

则收益为

E i = tr
(
Lρc0L†G i

)
. (20)

2 操作性定义和通常抽象定义是完全等价的。
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量子客体上的博弈

量子博弈的操作性定义

1 把硬币换成自旋，当作博弈的客体

−→

2 量子博弈的操作性定义γq =
(
ρq0 ,U (H)⊗ U (H) ,L,G1,2

)
，与经典

博弈的操作性定义相同，唯一的不同在于ρq0代替了ρ
c
0。

3 第一个不同：纯策略集更大了[1]，Z2 −→ SU (2)。

4 经典博弈也可以有无穷多个（或者连续的）纯策略。混合策略在博
弈论中有特殊的地位。

5 什么是量子混合策略：更大策略集上的概率分布？来自传统经典博
弈论研究者的批评[2]。
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量子客体上的博弈

经典与量子博弈的新的抽象定义

1 看不见客体，只看见策略，混混混合合合策策策略略略

2 经典博弈的新的抽象定义，Γc,new =
{
S1 ⊗ S2,H1,2

}
，混合策

略：ρc = ρc,1 ⊗ ρc,2，收益：E 1,2 = tr
(
ρcH1,2

)
。例子，翻硬币：

ρc,i =

[
pi 0
0 1− pi

]
,H1 =


1
−1

−1
1

 = −H2 (21)

3 量子博弈的抽象定义：

Γq,new =
{
S1 ⊗ S2,H1,2

}
, (22)

混合策略：ρq = ρq,1 ⊗ ρq,2，收益：E 1,2 = tr
(
ρqH1,2

)
。非非非对对对角角角

的的的ρq与与与非非非对对对角角角的的的H1,2，，，真真真正正正的的的不不不同同同。
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量子客体上的博弈

例子：量子翻硬币博弈（自旋博弈）

1 量子混合策略：密度矩阵和支付矩阵的非对角元，无穷个事件上的
几率分布函数之于有限维密度矩阵，量子力学之于经典力学

2 原因：策略的叠加原理。经典策略αI + βX不是东西，但是量子策
略 I+iX√

2
∈ SU (2)，是一个有意义的策略。（出现这样的混合策

略：−i |I ) (X |）。
3 例子，翻自旋：

H1 =



1 0 0 1 0 1 −i 0 0 i 1 0 1 0 0 1
0 −1 −i 0 −1 0 0 1 −i 0 0 i 0 −1 −i 0
0 i −1 0 i 0 0 −i −1 0 0 1 0 i −1 0
1 0 0 1 0 1 −i 0 0 i 1 0 1 0 0 1
0 −1 −i 0 −1 0 0 1 −i 0 0 i 0 −1 −i 0
1 0 0 1 0 1 −i 0 0 i 1 0 1 0 0 1
i 0 0 i 0 i 1 0 0 −1 i 0 i 0 0 i
0 1 i 0 1 0 0 −1 i 0 0 −i 0 1 i 0
0 i −1 0 i 0 0 −i −1 0 0 1 0 i −1 0
−i 0 0 −i 0 −i −1 0 0 1 −i 0 −i 0 0 −i
1 0 0 1 0 1 −i 0 0 i 1 0 1 0 0 1
0 −i 1 0 −i 0 0 i 1 0 0 −1 0 −i 1 0
1 0 0 1 0 1 −i 0 0 i 1 0 1 0 0 1
0 −1 −i 0 −1 0 0 1 −i 0 0 i 0 −1 −i 0
0 i −1 0 i 0 0 −i −1 0 0 1 0 i −1 0
1 0 0 1 0 1 −i 0 0 i 1 0 1 0 0 1



.
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展望

量子博弈进一步研究的方向

1 纠缠的量子客体初态

2 纠缠的博弈者，用量子态作为策略的载体，以及这样做的问题

3 更加广义的策略，局部测量，S i ⊃ U (H)

4 密度矩阵形式（而不是概率分布形式的）的Nash均衡？

5 趋向均衡的道路，演化量子博弈问题
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参考文献，致谢

Final Take-Home Message：量子博弈之于经典博弈就是
量子力学之于经典力学

参考文献
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致谢

感谢会议暑期学校的组织者

得益于与裴寿镛老师的诸多讨论
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