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摘摘摘要要要

统计物理学基础研究主要回答三个基本问题：平衡态的由来，为什么系

综理论能描述热力学测量，非平衡定态的一般理论。本文总结了最近几年

间统计物理学在这些基本问题，尤其是在非平衡态的一般理论的研究上所

取得的进展。强相互作用系统的计算方法也是统计物理学，乃至整个物理

学的基本问题。除了处理非平衡态的一般框架，在本文中我们还初步的整

理了这一框架在相互作用系统上的应用与发展。
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1 系系系统统统理理理论论论与与与统统统计计计物物物理理理学学学

本文主要面向两类读者：来自于物理学尤其是统计物理学的学生学者以及来自

于系统科学基本理论和基本研究方法的学生学者。我们希望能够同时为这两个
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方面的读者呈现一个比较清楚的研究进展的图景。前者很好理解，为什么后者

也需要关心统计物理学呢？首先统计物理学所关注的系统一直是系统理论的重

要研究对象，其次统计物理学是系统理论研究方法的重要来源。

系统理论是研究相互作用的大量个体构成的系统的科学，研究这样的系统

的描述方法，性质，结构与层次，功能，以及干预调控。其中一个核心的研究

方向就是建构从微观描述到宏观性质的桥梁以及反过来从宏观现象探索微观机

制。常常我们还额外关注系统宏观性质发生定性变化的现象。这样的现象称为

涌现现象或者相变。在具体系统的研究中，这样的现象往往具有重要的实际意

义。这些问题正好就是统计物理学的研究内容，只不过，传统统计物理学更注

重于物理系统中这些问题的研究，而系统科学则研究更广泛的各个具体学科中

的这样的系统。因此，统计物理学是系统科学，或者说复杂性研究的研究方法

的主要来源。另一方面包含相互作用的大量个体的物理系统自然也是系统科学

的研究对象之一。

从系统科学的角度研究统计物理学更多地从非平衡统计的角度来展开。平

衡态统计物理学给出来一个这样的大图景（尽管作者个人不认为这样的图景能

够从平衡态统计物理学得到，但是在此还是用通常的说法——“热寂说”）：在
低温条件下，系统会产生结构；而在高温条件下，系统趋向于没有结构的各向

同性状态。然而，结构的涌现是很多系统的普遍现象，尤其是在生物、社会、

经济系统之中。那么，什么样的系统，在什么条件下，会产生结构，自然就成

了系统理论研究的核心问题。既然平衡态统计物理学给出了不一样的图景，那

么Prigogine（普里高津1）等人就认为与外界存在能量流和粒子流，也就是开

放性和非平衡性，是结构产生的根源。这个问题与从可逆动力学到不可逆热力

学的问题也是联系在一起的。因此，非平衡与不可逆性，从系统科学创立阶段

开始，一直是其最核心和最基础的研究问题。

2 统统统计计计物物物理理理学学学的的的基基基本本本问问问题题题及及及其其其研研研究究究进进进展展展的的的粗粗粗略略略图图图景景景

平衡态统计物理学的基本理论是系综理论。以哈密顿量H所描述的处于温

度T的正则系综为例，平衡态统计物理学认为，其状态由Boltzmann（波尔兹
曼）分布

ρ =
1

Z
e−βH (1)

描述，其中β = 1
kBT
，归一化常数Z被称为配分函数。一个正则系综通常被认

为是处于一个大热浴中的一个小系统，与热浴存在着能量交换但没有粒子交

换。平衡态还表示，这样的一个小系统经过与大热浴的长时间的接触，无论其

初始状态如何，都会“演化”到一个稳定态上去。这样的统计力学演化与基于第
一原理（牛顿方程或者薛定谔方程）的动力学演化是不一致的。前者通常不

可逆，存在稳定态；后者是可逆的，往往不能给出一个稳态。这就是著名的

从微观可逆性到宏观不可逆性的问题。这就是统计物理学基本问题之一：平

衡态如何从第一原理推导出来。基于第一原理的演化，或者说动力学演化遵

1由于姓名的音译会导致中国学生学者看文献的时候不能很好地识别外国学者，同时也会导致不

统一的译法从而造成误解，我们学习吴大猷的做法，人名地名一概不翻译。这样做略有矫枉过正的

嫌疑，但是，我们认为，扔掉已经统一的翻译并且回到这个传统也比强行翻译要好。
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循Newton（牛顿）方程或者Schrödinger(薛定谔)方程，统一记为

d

dt
ρ = LHρ, (2)

其中ρ称为密度分布函数（经典力学）或者密度矩阵（量子力学），LH称

为Liouville（刘维）算符。它完全由系统哈密顿量H决定。
通常认为，这样的正则分布是可以从微正则分布——孤立系统的状态符合

等能面上的等几率分布——推导出来，因而上面的问题就成了如何从第一原理
得到微正则分布。由此，如果我们能够证明微正则分布或者找到系统出现微正

则分布的充分必要条件，则正则分布也得到了证明。研究微正则系统比正则系

统要简单得多，因为前者是孤立系统，而后者必须考虑热浴。因此，很多的工

作都从动力学演化的角度来探讨微正则分布出现的充分必要条件。微正则分布

是指与外界不存在能量与物质交换的孤立系统，其状态是给定能量所对应的等

能面上的均匀分布。这是一个很可以理解的假设：孤立系统的能量自然是常数

（其他的动力学守恒量也是常数，这会把等能面分成几个独立的部分。在此为

简单计我们假设没有这样的守恒量），因此系统只能够处于给定能等面上；等

能面上的各个点没有什么不同，在不知道确切初始条件的情况下，也只能假设

它们都等价了。在这方面，最近的研究表明，不用微正则分布，只要考虑了系

统与热浴构成的大系统（有时候称为宇宙），大系统甚至处于纯态而不用处于

微正则分布，对于绝大多数的纯态，子系统的约化密度矩阵都处于正则分布。

这被称为正则典型性（Canonical Typicality）[1]。这个结果相当于用“绝大多
数”纯态代替了微正则分布。这方面的研究看起来为统计物理学的基本问题的研
究开辟了一个新的方向。引起了很多研究者的兴趣。

然而，最近的研究注意到这样的一个事实[2, 3]：不增加任何别的假设，正
则分布不能通过微正则分布（或者以上的绝大多数态）推导出来。通常教科书

式的标准做法是把子系统和热浴一起看成一个孤立系统，然后从这个孤立系统

的微正则分布，加上热浴的态密度是随着能量指数增长的假设，导出子系统的

正则分布。注意，这个推导没有要求热浴自身处于热平衡态，只要求热浴和子

系统构成的整体系统是孤立系统，符合微正则分布。尽管这个关于热浴态密度

的假设也很可以理解，但是并不是所有的热浴都具有这个性质。是否只有这样

的热浴才能驱动系统演化到热平衡，还是一个问题。对于考虑了正则典型性以

后的表述，也就是说整体系统处于绝大多数纯态都可以（在同样的态密度假设

下）得到子系统的正则分布，所要求的条件看起来弱了很多。但是，随着整体

系统的演化，是不是这些性质得到保持，这样的演化的图像，这个正则典型性

没有回答。

基于以上两方面的原因，于是有研究者就试图直接从系统与热浴耦合的整体

系统出发来讨论系统演化到定态是正则分布的充分必要条件。鉴于正则分布在

描述实际系统上的很高的适用性，这样的条件应该不是非常特殊。研究者们希

望证明类似这样的一个定理：只要系统哈密顿量满足某些条件，热浴哈密顿量

满足某些条件，相互作用形式满足某些条件，热浴的大小（粒子数，自由度数

目）满足某些条件，热浴的初始状态满足某些条件，系统就会在整体系统的动

力学演化下趋向平衡。当然，如果有必要，系统的初态也可以做约束。所有的

这些条件越容易满足越好，而且最好也是必要条件。

回答这个问题是几代物理学家的梦想。60年代发展起来的投影算符方法可
以从整体系统的动力学方程得到子系统的有效动力学方程，通常具有如下形式
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也被称为动理学方程，

d

dt
ρ = LHρ+ LBρ. (3)

它在第一原理动力学方程的基础上增加了一项来自于热浴的算符LB，同时在某

些条件下也有可能改变原来的子系统本身的算符。

从这个方程出发，假设热浴很大而且处于热平衡态，以至于改变子系统

状态时其自身状态不变，那么从得到的动理学方程可以计算出定态解，而且

这个定态解正好就是热平衡Boltzmann分布。也就是说，至少我们有一个充
分条件：处于热平衡的理想无限大热浴，弱耦合（耦合强度小，Markovian近
似适用，耦合项的二阶微扰适用），则子系统符合热平衡分布。当然，这个

结果并没有回答前述统计物理学的根本问题——从第一原理推导出热平衡分
布。实际上，我们只是从一个热平衡（热浴的）导出了另一个热平衡（子系统

的）。甚至这个结论本身，也还有很多欠缺之处：有限但是非常大的热浴是否

可行，Markovian近似和二阶微扰是都必要等。更一般地说，热浴是不是必须
处于平衡态？处于别的某种状态是不是也可以导致相应的定态（当然此时就不

一定是热平衡态），还是说热平衡态具有某种特殊的稳定性，只有它才能从热

浴“传到”子系统上去。这些问题都还没有回答。
最近有研究者宣称他们已经回答了这个问题：只要满足非常简单的条件，热

浴的自由度大大大于子系统的自由度[4]，子系统就会趋向定态，而且在满足进
一步的条件下，这个定态就是热平衡态。然而，这些作者判断子系统趋向定态

的方法是定义子系统密度矩阵的长时平均，

ωS =
〈

ρS (t)
〉

t
= lim

T→∞

1

T

∫ T

0

ρS (t) dt. (4)

其中，ρS = trB
(

ρSB
)

，是把热浴部分自由度求迹以后的密度矩阵。参考文

献[4]的作者们发表了很多相关的文章。有兴趣的读者可以做一个系统的跟踪阅
读。我们知道如果ρS存在长时稳态极限，那么上面定义的极限确实是其长时极

限。不过，反之就不正确。也就是说，就算如上定义的极限存在，我们也不能

肯定ρS存在长时稳态极限。有关这方面的反例以及相关工作我们正在展开。

统计物理学的第二个基本问题是系综理论为什么能够描述热力学测量。系综

理论是一个关于状态分布函数的理论，也就是一大堆系统构成的整体系系系综综综的理

论，热力学测量原则上是在测量一一一个个个演化的系统或者一一一个个个处于定态的系统。一

个由概率论所描述的随机个体，我们说某个概率分布描述了这个个体，含义是

从对大量个体的独立测量构成的整体来看，测量的统计特征与分布函数相符。

但是，在热力学测量中，通常我们只在一个系统上做测量，最多重复很少的次

数，就把测量量与基于分布函数的计算量相比，而且符合得很好，为什么？通

常统计物理学教科书的回答是：对于处于热平衡的系统，其长时平均等于系综

平均。然而，通过对具体系统的计算，人们发现实现长时平均等于系综平均所

需要的时间（以后称为回复时间，相当于遍历时间的尺度）远远大于实际测量

时间[3]。这使得这个曾经认为已经得到回答的问题重新活了过来。我们自己的
初步研究发现，如果只考虑系统自身的动力学演化，回复时间确实非常长，但

是考虑子系统与热浴耦合之后的动理学方程，这个回复时间就小得多。因此，

可以认为，热力学测量就是对分布函数的多次抽样，在每一次抽样之后，系统

都要经过一个回复时间来重新回到成为平衡分布中的一个样本点，而这个回复
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图 1: 连接到两个热浴的准一维系统。jh是其上的流密度。宏观输运定律还假设
系统上存在着温度或者电压的梯度；从微观角度我们希望能够从第一原理出发

来计算系统的稳态以及各个物理量。

时间不是完全由系统自身决定的遍历时间而是由系统和热浴共同决定的回复时

间。目前，具体系统上的计算还在进行中。

统计物理学的第三个基本问题是如何处理非平衡定态。这也是本综述的重

点。非平衡定态的计算是研究输运问题的基础。考虑例如热输运问题，一个准

一维系统连接到两个不同温度的热浴上，经过一段时间，系统到达定态，其上

有热流通过。我们希望能够计算热流与温度，温度差，系统材料之间的关系。

更一般地，我们还希望能处理电流，粒子流，自旋流等输运现象。更广义地

说，结构的产生，也是系统的非平衡定态的性质。因此，对非平衡定态的描述

方法的探索是系统科学基本理论研究的一个非常重要的方面。

如果我们有第一个问题的完整答案，这个问题也就差不多解决了。既然我们

知道某种条件下耦合到一个大热浴的子系统会演化到平衡态上去，我们只要让

这个子系统耦合到两个大热浴，那么可以想见子系统就会演化到一个新的定态

上去，而这个定态就是我们要找的非平衡定态。但是，我们没有这样的一个充

分必要条件。因此，我们也不能从根本上解决这个问题。换一个角度，我们没

有解决平衡态的由来这一根本问题，这并不妨碍我们用系综理论来计算平衡态

物理量。同样的，对于非平衡定态，我们也希望先得到一套可计算的框架，然

后有可能的时候再回去解决根本问题。

在这样一个指导思想下面，我们发现有可能可以推广投影算符方法到非平

衡态的计算。从耦合到单个热浴的子系统的动理学方程，我们可以类似地得到

耦合到多个热浴的子系统的动理学方程。然后我们求解这样的动理学方程的

定态。这个想法首先由日本学者Saito在耦合到谐振子浴的一维谐振子链上实
现[5]。在这个工作中，Saito确实发现了非平衡定态，得到了半解析半数值的
解。我们注意到一维谐振子链其实可以转化为无相互作用系统。这使得Saito能
够求解这一动理学方程。对于相互作用系统费米子系统，这个关于密度矩阵的

方程有4N个变量；对于相互作用系统波色子系统，这个方程有无穷多个个变
量。求解这样的方程是一件非常困难的工作。后来的工作在运用这个方法讨论

具体系统和具体物理问题的同时，都把大量的努力用在了寻找求解这一方程

的高效的方法上。目前来说，除了Runge-Kutta方法，直接对角化等直接方法
之外，还发展了基于局域算符展开的密度矩阵重整化方法[6]、Monte Carlo方
法[7]、Green函数方法[8, 9]、相干态量子随机微分方程方法[9]等一系列间接方
法。我们会在下面展开论述其中一部分方法。这些方法的对比，在具体系统上

的应用等问题都还没有得到深入的研究。在这些方面还有大量的工作要开展。

在具体物理问题的研究方面，正常导热性的充分必要条件，也就是研究在什

么样的系统上的热传导满足Fourier（傅里叶）定律，一直是非平衡统计研究的
一个重要方向。傅里叶定律是一个适用于宏观客体的实验定律，其经典力学基
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础和量子力学基础都是不明确的，适用范围也不明确。费米等人在经典FPU模
型上的工作，以及后来大量的在FPU上的工作，都企图从动力学演化的角度回
答这个问题。但是迄今为止没有找到正常热导的充要条件，或者从动力学演化

到热平衡分布的充要条件。当然也得到了一定的结果，例如完全可积系统不能

实现热平衡，没有正常热导。其物理图像可以做以下理解：完全可积系统存在

非常多的动力学守恒量，也就是说系统可以看成独立的很多个本征运动模式，

每一个运动模上的能量是独立的，不能相互混合传递，因此不能实现热平衡。

在仅考虑动力学演化的范围内，这个图像似乎是有道理的。然而，所有的数学

形式以外的物理学理解，也就是所谓的物理学图像，都可能是欺骗性的。例如

量子力学是不是要有现实性，以及什么样的现实性，等等这样的问题，都可能

是用人们用习惯了经典力学图像的大脑来理解量子力学世界的结果。在这里，

唯一可靠的就是Hilbert（希尔伯特）空间的结构和薛定谔方程本身，除了数学
结构，没有独立的有意义的非欺骗性的“物理图像”。人们能够问的问题是为什
么量子力学的实验就要求有这么奇怪的数学形式，而不是形成所谓的量子力学

的独立于数学形式之外的物理图像。回过头来看这个关于可积性的物理图像，

如果系统存在与外界的耦合，而这个往往是讨论趋向热平衡或者热传导必须

的，这些不能直接混合传递的本征模之间完全可以通过与外界交换能量来实现

间接地混合与传递。因此，不考虑热浴，不考虑动理学演化的关于热传导或者

趋向热平衡的讨论，是不完整的。从这个角度来说，有了这个非平衡定态研究

的框架，我们才能够正确地讨论正常热导的充分必要条件。在经典低维系统的

正常导热性方面，基于具体系统的研究结果，中国学者赵鸿等人提出了动量守

恒是反常热传导的根源的假说，以及最近关于非对称势导致正常热传导的理

论。在此，我们主要关注量子系统。对经典系统有兴趣的读者请参考相关的综

述文章[10]。
另外一方面，我们还可以用同样的框架研究电流与自旋流的问题。目前电

子输运的实验研究已经表明在微观尺度，Ohm（欧姆）定律不成立，电阻与
导体长度之间没有正比关系。这就要求有一个基于第一原理的新的处理电子输

运过程的框架。除了动理学方程这一方法之外，通常（或者说更经常地）人

们用另外一套半原理半唯象的处理方法：Landauer-Buttikker公式[11]以及非平
衡格林函数理论（NEGF）[12]或者Kubo（久保）公式[13]。Kubo公式只适用
于无限大系统，近平衡，而且是外势驱动的输运问题[14]。在此我们不展开讨
论。Landauer-Buttikker公式的物理图像是零温无相互作用系统的输运可以用
两个有偏分布函数来描述。假设左端化学势µL比右端µR高，那么右行粒子（来

自于左端电极）占满到µL的能级，而左行粒子占满到µR的能级。自然右行粒子

多于左行粒子，算出这个差别和相应的电荷，我们就得到了电流。这个方法的

基本计算是先找到所有的散射波函数，然后按照各自的分布把左行和右行散射

波函数的电流加起来，

I =
q

~

∫ µL

µR

T (E) dE, (5)

其中T (E)为能量为E的右行散射波函数的透射系数。通常在计算这样的散射
波函数过程中，我们还假设这个准一维系统是无穷长的。在这个框架下面，如

果我们要问子系统的状态（由约化密度矩阵描述）是什么，那么它可以认为是

如下整体系统的密度矩阵的约化：整体密度矩阵是左行部分和右行部分的直

积，其中左行（右行）部分占满到µR（µL）的能级。在这个理论框架中，这

样的密度矩阵是一个假设，尽管很有道理很可以理解，但是不是从第一原理推
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导出来的。实际应用中，人们发现对大量的系统，这个理论与实际测量符合的

比较好。这是针对无相互作用子系统的理论。考虑到相互作用时，这个理论就

不适用了。一个代替它的理论是NEGF。NEGF是一个微扰计算理论，没有非
微扰形式。从不相连的两个半无穷长链（每一侧的链都有自己的温度和化学

势，因而可以算出自己的格林函数）出发，把连接部分当成微扰项加入系统，

然后计算这个微扰对系统格林函数的影响。由于系统在微扰前后的定态上有定

性区别，必须要用闭路格林函数来做微扰计算而不是通常的场论微扰展开方

法。这个理论也是经验性的，尽管在无相互作用系统上它被认为与Landauer-
Buttikker公式等价。考虑一个电压线性下降的导体，我们不知道经过微扰计
算，能不能从阶跃函数型的电压降得到线性下降的电压降。当然，这个方法的

好处是，可以利用格林函数的方法直接研究相互作用的效果。实际计算过程

中，对于相互作用往往要加入额外的近似，例如Hartree-Fock近似，集团展开
等等。这对此方法的精度带来了额外的影响。目前，在某些系统上，这个方法

的表现还可以，但是在另一些系统上计算结果存在数量级上的差别[15, 16]。用
我们这个非平衡定态计算的一般框架，我们就可以直接处理相互作用系统，而

且避免做两重微扰的问题。再加上这个框架基本上是第一原理性的，不是通过

微扰形式定义的，也可以为改进和检验以上方法提供参考。

以上简略地介绍了统计物理学基础研究的大图景以及输运问题的基本处理

方法。然而，综述以非平衡定态的框架来研究输运问题是本文的重点，因此后

面将集中在这个方面，而不再涉及处理输运问题的其他方法。另外，在介绍完

这个基本框架之后，在最后部分我们也会提到这个计算框架也有助于解决统

计物理学前面的两个基本问题。统计物理学，乃至整个物理学的中心问题之

一——如何处理相互作用的多体系统，也会是贯穿整个综述的另一条线。

3 非非非平平平衡衡衡定定定态态态计计计算算算的的的基基基本本本框框框架架架

我们先简单地介绍一下投影算符技术和动理学方程方法，然后推广到应用于输

运问题的情形，最后举几个研究实例来展示一下这个基本框架。在下一节，我

们将在简略地介绍几个计算方法的基础上，详细地阐述其中的几个高效的计算

方法。

3.1 投投投影影影算算算符符符技技技术术术与与与动动动理理理学学学方方方程程程

投影算符技术的细节可以参考Kubo的经典统计物理学教材[17]。其基本思想是
从子系统与热浴的整体动理学方程出发，积分掉热浴的自由度，得到子系统的

约化密度矩阵的有效运动方程。考虑整体系统

HT = HS +HB +HSB , (6)

其中HS（HB）是子系统（热浴）的哈密顿量，HSB是子系统与热浴之间的耦

合项。整体系统的密度矩阵ρT满足方程Eq. (2)，其中用到的Liuville算法是整
体系统的，

d

dt
ρT = LρT = −i [HT , ρT ] . (7)
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定义子系统约化密度矩阵

ρ = trB (ρT ) , (8)

其中trB指的是在热浴B的状态空间做求迹运算。对于定义在子系统上的物理

量AS，我们有

〈AS〉 = tr (AS ⊗ IBρT ) = tr (ASρ) . (9)

因此，只要我们能够求解ρ而不用整个ρT，我们就可以知道所有的子系统上的

观测量。定义投影算法，

P (ρT ) = trB (ρT )⊗ ρ
eq
B = ρ⊗ ρ

eq
B . (10)

可以检验P确实是投影算法P 2 = P，定义Q = I − P，其中I是单位算符。我们

可以从方程Eq. (7)得到PρT和QρT的方程，
{

∂
∂t
PρT (t) = PLPρT (t) + PLQρT (t)

∂
∂t
QρT (t) = QLPρT (t) +QLQρT (t)

(11)

第二个方程可以形式上求解，然后代入第一个方程，结合初始条件，

ρT (0) = ρ (0)⊗ ρ
eq
B , (12)

我们得到

∂

∂t
PρT (t) = PLPρT (t) + PL

∫ t

0

dτe(t−τ)QLQLPρT (τ) . (13)

这是一个关于ρ的方程，当然其中还有整体系统的Liuville算符项L以及算符Q。
这个方程描述了依赖于历史的非Markovian过程：方程中包含了PρT (τ)的积
分。如果我们自关心定态而不是暂态的问题，我们可以引入Markovian近似
（粗略地说是让t → ∞，ρ (t− τ) → ρ (t)）来大大简化这个方程。另外，指数
上的L算符也很难处理，我们希望把它拆分成几个部分，例如

e(t−τ)QL = e(t−τ)(1−P )L = e(t−τ)L (1 +O (PL)) , (14)

然后在合理的条件下只保留第一项。对于我们的方程，这相当于保留到耦合项

的二阶微扰。细节请参考[17, 9]。考虑这两个假设之后，这个方程可以得到进
一步简化。下面以二次量子化形式下的产生湮灭算符形式的哈密顿量为例，写

出这一方程简化以后的具体形式。同时我们把方程推广到多个热浴的情形。

考虑下面的准一维子系统与多个热浴通过第ν个格点与第ν个热浴耦合，其

中第ν个热浴的参数为温度Tν，化学势µν，耦合常数Vk,ν和λ，

HS = H

(

aj , a
†
j

)

, (15a)

HBν =
∑

k

ων (k) b
†
k,νbk,ν , (15b)

HSB = λ
∑

k,ν

(

Vk,νa
†
νbk,ν + h.c.

)

. (15c)
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其中H

(

aj , a
†
j

)

通常是aj and a
†
j的多项式，bk,ν对应着热浴ν的第k个本征运

动模。把这个哈密顿量代入上面的一般方程Eq. (13)，我们得到量子主方程
（Quantum Master equation）

∂ρ(t)

∂t
= −i[HS , ρ(t)]− λ2

∑

ν

{[

a†ν , m̂νρ(t)
]

+
[

aν , ˆ̄mνρ(t)
]

+ h.c.
}

, (16)

其中算符m̂ and ˆ̄m定义如下:

m̂ν =
∑

k

|Vk|2
∫ ∞

0

dτaν (−τ) e−iων(k)τ 〈1− nk,ν〉 , (17a)

ˆ̄mν =
∑

k

|Vk|2
∫ ∞

0

dτa†ν (−τ) eiων(k)τ 〈nk,ν〉 . (17b)

在这里aν (τ) = eiHStaνe
−iHSt是算符aν的Heisenberg（海森堡）绘景形式。在

这里，我们已经做了Markovian近似，并只考虑了耦合项的二级微扰。这个方
程有时候被也称为Redfield方程（RE）[18, 19, 20]。有关非平衡定态的计算可
以直接从这个方程开始。这里〈nk,ν〉是第ν个热浴的第k个模上的平均粒子数，

〈nk,ν〉 ≡ 〈n (ων (k) , Tν , µν)〉 =
(

e
ων (k)−µν

Tν ± 1
)−1

(18)

其中±分别对应着费米子和波色子热浴。为简单计，以后在不引起混淆的情况
下〈nk,ν〉直接记为nk,ν。与孤立系统的动力学方程相比，这个考虑了热浴的动理
学方程仅仅多了后面的有关算符m̂ and ˆ̄m的项，而且所有的热浴的信息都包含
在这些算附中。因此，我们称这些算符为热浴算符。下面对于具体系统给出几

个热浴算符的例子，并做简单计算来阐述一个需要注意的细节。

3.2 举举举例例例

从简单到复杂，从平衡到非平衡，我们来做几个具体系统的计算。一方面，我

们用实际系统实现了上面的一般理论的计算；另一方面，从这些例子中我们将

会得到一些定性的结论。我们将会看到，这些结论对于把投影算符方法推广到

非平衡系统是有意义的。

3.2.1 单单单热热热浴浴浴中中中的的的单单单格格格点点点费费费米米米子子子系系系统统统：：：直直直接接接求求求解解解

考虑由下述哈密顿量描述的单格点费米子模型，

HS = ǫa†a,HB =
∑

k

ω (k) b†kbk, HSB = λ
∑

k

(

Vk,a
†bk + h.c.

)

. (19)

对此我们得到动理学方程，

∂ρ(t)

∂t
= −i[HS , ρ(t)]− λ2

{[

a†, m̂ρ (t)
]

+
[

a, ˆ̄mρ (t)
]

+ h.c.
}

, (20)
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图 2: 单格点系统与单热浴耦合草图

和热浴算符，

m̂ = πJ (ǫ) [1− n(ǫ)] a, (21a)

ˆ̄m = πJ (ǫ)n(ǫ)a†, (21b)

其中n(ǫ)是平均粒子数n(ǫ, T, µ) =
(

e
ǫ−µ
T − 1

)−1

的简写，J (ǫ)的表达式如下，

J (ǫ) =
∑

k

|Vk|2 δ (ǫ− ω (k)) . (22)

这个组合表达式J由热浴的态密度，子系统本征模的能量以及耦合常数决定。

在单格点单本征模系统上，为简单计，我们设J = 1。定义密度矩阵，

ρ =

[

p11 p12
p21 p22

]

(23)

并把它表示成为一个4维向量，

P = [p11, p12, p21, p22]
T
. (24)

湮灭算符与热浴算符可以表示成

a =

[

0 0
1 0

]

, (25)

m̂ = π

[

0 0
1− n(ǫ) 0

]

, (26)

ˆ̄m = π

[

0 n(ǫ)
0 0

]

. (27)

把这些算符以及密度矩阵都代入Eq. (20)，我们可以得到形如

d

dτ
P = ΓP, (28)
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的方程，其中Γ是一个4× 4的矩阵，或者更一般地说是一个4N × 4N维的矩阵，
对于一个N格点的无自旋费米子子系统。

这个方程的演化完全由Γ的谱决定，其定态P0 由下面的零本征值对应的本

征向量给定，

ΓP (∞) = 0. (29)

当且仅当Γ只有一个零本征值，而且其他本征值小于零时，方程具有唯一定态
解。对于我们的系统，可以验证Γ满足这一条件。计算出来的平衡态也正好是
巨正则系综对应的热平衡态，

ρ(∞) =
1

e−β(ǫ−µ) + 1

[

1 0
0 e−β(ǫ−µ)

]

. (30)

同时我们注意到λ与定态没有关系。以后我们会看到，非平衡态的细节与λ是有

关系的。我们还注意到对于平衡定态，系统自身动力学LHS
项不直接进入动理

学方程（当然它决定我们采用什么基矢——他们是HS的本征态）。它实际上只

影响HS表象下密度矩阵的非对角项，而平衡态的密度矩阵这样的非对角元素为

零。这一点，在非平衡定态中，也会发生变化，系统自身动力学LHS
将有重要

影响。由于空间维数的问题，波色子系统的相应计算会更复杂，但是整体框架

和物理图景是一致的。

单格点系统的Redfield方程Eq. (20)可以抛开热浴算符m̂和 ˆ̄m写成如下形式

∂ρ(t)

∂t
= −i[HS , ρ(t)]− λ2π

{[

a†, (1− n) aρ (t)
]

+
[

a, na†ρ (t)
]

+ h.c.
}

. (31)

这一形式被称为Lindblad方程。有的研究者也用这个方程而不是Redfield方程
来研究非平衡输运现象。我们看到对于单格点系统，两者是等价的。但是，以

后我们会看到对于多格点系统，Lindblad方程实际上是在Redfield方程的基础
上引入了进一步的近似：我们称之为弱连接条件或者局域哈密顿量条件。我

们称这个推广以后的对于多格点系统的Lindblad方程为局域算符Lindblad方程
（LOLE）。在弱连接条件不满足的情况下（格点之间的hopping强度大于或者
类似于格点上粒子的能量），Lindblad方程甚至不能给出正确的平衡态。下面
我们来看另一个例子。

3.2.2 单单单热热热浴浴浴中中中的的的双双双格格格点点点费费费米米米子子子系系系统统统：：：选选选择择择RE而而而不不不是是是LOLE

考虑如图3的单热浴中的双格点紧束缚模型，

HS = ǫ
(

a
†
1a1 + a

†
2a2

)

− τ
(

a
†
1a2 + a

†
2a1

)

, (32)

其中格点1与热浴连接：

V =
∑

k

(

λVka1b
†
k + λV ∗

k a
†
1bk

)

. (33)

按照方程Eq. (13)，我们有
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图 3: 单热浴中的双格点紧束缚费米子系统草图

d

dt
ρ = −i [HS , ρ]− λ2

{[

a
†
1, m̂1ρ

]

+
[

a1, ˆ̄m1ρ
]

+ h.c.
}

. (34)

其中热浴算符

m̂1 =
πJ (ǫ− τ) [1− n (ǫ− τ)]

2
(a1 + a2)

+
πJ (ǫ+ τ) [1− n (ǫ+ τ)]

2
(a1 − a2) , (35a)

ˆ̄m1的表达式就是把1 − n替换为n。J (ǫ± τ)的定义与公式Eq. (22)一致，只不
过取系统新的本正能量ǫ± τ。同样为简单计我们取J(±τ) = 1。
注意当τ = 0时，热浴算符m̂1回到公式Eq. (21)。当τ 6= 0时，算符m̂1同

时依赖于a1和a2。更一般地说，当且仅当系统与热浴之间的耦合项a
†
ν正好就

是HS的本征模的时候， ˆ̄mν仅仅与µ点的算符aν有关。对于一般系统这一点往往

得不到满足。

有的研究工作对于多格点系统还是简单地直接推广单格点系统的Lindblad方
程，Eq. (31)，

∂ρ(t)

∂t
= −i[HS , ρ(t)]− λ2π

∑

ν

{[

a†ν , (1− n) aνρ (t)
]

+
[

aν , na
†
νρ (t)

]

+ h.c.
}

.

(36)

这里平均粒子数由ν格点的参数（化学势、温度、on-site能量）决定：n =
n (ǫν ;Tν , νν)。我们看到，这个时候，Redfield方程，Eq. (13)与Lindblad方
程，Eq. (36)并不相同。后者是前者在弱连接（τ ≪ ǫ）下的近似。我们

来看一看这样两个方程（具体来说这里就是比较Eq. (34)与Eq. (36)的特
例——ν = 1的情况）给出的定态是不是相同，并把定态与热平衡分布做一
个比较。

取上述系统HS的本征模，

HS = (ǫ− τ) a†+a+ + (ǫ+ τ) a†−a−, (37)
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其中

a± =
a1 ± a2√

2
. (38)

利用这些本征模的粒子数表象|n+n−〉，具体来说|00〉, |10〉, |01〉, |11〉相应本征
值E1 = 0，E2 = ǫ− τ，E3 = ǫ+ τ，E4 = 2ǫ。定义这个表象下的密度矩阵，

ρ =









p11 p12 p13 p14
p21 p22 p23 p24
p31 p32 p33 p34
p41 p42 p43 p44









(39)

并把它表示成为一个16维向量，

P = [p11, p12, · · · , p44]T . (40)

写出这个表象下的产生湮灭算符与热浴算符，代入Eq. (34)，我们可以得到形
如Eq. (28) 的线性方程。求解这个方程我们发现，定态P0也正好是热平衡，

P (∞) =
1

Z

[

1, e−β(ǫ−τ−µ), e−β(ǫ+τ−µ), e−β(2ǫ−2µ)
]T

, (41)

其中Z = 1 + e−β(ǫ−τ−µ) + e−β(ǫ+τ−µ) + e−β(2ǫ−2µ)
。

对于Lindblad方程，Eq. (36)，我们也计算了其稳态并与平衡分布做了对
比。两个分布函数ρA与ρB之间的距离我们用如下定义：

dAB =

√

√

√

√

∑

i,j

(

ρAij − ρBij
)2

∑

ij

(

ρBjj
)2 . (42)

可以看到，只有在τ ≪ ǫ时Lindblad方程的解比较接近Redfield方程的解，而后
者就是热平衡分布。随着t的增大，其距离也逐渐增大。基于这个结果，我们认

为，在非平衡态的研究中，应该优先考虑Refield方程。

3.2.3 双双双热热热浴浴浴中中中的的的双双双格格格点点点费费费米米米子子子系系系统统统：：：非非非零零零非非非对对对角角角元元元

同样的思路可以处理多个热浴中的子系统，研究其定态。事实上方程Eq.
(16)就可以直接用于多热浴的计算，只要注意热浴算符m̂ν and ˆ̄mν用第ν个热

浴的温度、化学势等参量。下面我们来计算一个例子：双热浴中的双格点费米

子系统。

如图5，一个双格点系统耦合到两个热浴，Redfield方程如下，

d

dt
ρ = −i [HS , ρ]− λ2

{[

a
†
1, m̂1ρ

]

+
[

a1, ˆ̄m1ρ
]

+ h.c.
}

−λ2
{[

a
†
2, m̂2ρ

]

+
[

a2, ˆ̄m2ρ
]

+ h.c.
}

. (43)
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图 4: Redfield方程与局域Lindblad方程在平衡态下的对比：只有当τ ≪ ǫ时，两

者得到类似的结果。注意Redfield方程给出正确的平衡态（从图6的δT = 0的情
况可见）。

21
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图 5: 双热浴中的双格点费米子系统草图
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图 6: Redfield方程的解与平衡态对比：当δT = 0，也就是平衡态，两者完全一
致。对于非平衡态的，非对角元非零，对角元也与平衡态的值不同。其中平衡

态取与平均温度相对应的Boltzmann分布。

其中我们要用到新的热浴算符，

m̂2 =
π [1− n2 (ǫ− τ)]

2
(a1 + a2)−

π [1− n2 (ǫ+ τ)]

2
(a1 − a2) , (44a)

ˆ̄m2 =
πn2 (ǫ− τ)

2

(

a
†
1 + a

†
2

)

− πn2 (ǫ+ τ)

2

(

a
†
1 − a

†
2

)

. (44b)

如果两个热浴的温度与化学势相同，重复上面的计算，我们发现相同的热力学

平衡态。

那么一个自然的问题就是：如果两个热浴有不同的参数，还能不能得到稳

态。如果得到了稳态这个稳态是否就是我们要寻找的非平衡定态。对此，我

们没有一般的理论来支持这个猜想。这个动理学方程也不是第一原理性的。

在第一原理动力学方程之上，我们还加入了诸如无限大热浴、热浴处于热平

衡、Markovian近似、耦合项的二级微扰等等很多近似。因此，我们不能保证
这个动理学方程的处理方法就能给出正确的非平衡定态。然而，包括前面提到

的Landauer-Buttikker公式，NEGF等同样非第一原理性的方法，我们都不能
写出非平衡分布的一般形式。既然这个动理学方程方法在合理的条件下能够给

出正确的平衡态，我们有理由推广，在相应的条件下，其稳态也可以是非平衡

定态。真实情况如何就只能依赖于实验检验了。

现在我们可以让两个热浴具有不同的温度TL, TR，重复以上的计算。在此，

我们不再详细写出计算过程。从计算结果我们看到密度矩阵的非对角元，此时

非零。这一点与平衡态是不一样的。

下面我们要把这样的一个框架用来计算多个热浴中的N -格点系统。
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3.3 基基基本本本框框框架架架的的的计计计算算算问问问题题题

现在我们来总结一下我们求解Redfield方程的方法

1. 求得aν and a†ν的动力学演化，并进而得到热浴算符的表达式。这一步通
常需要HS的谱展开。对于N -qubit系统，这是一个2N维本征值问题。

2. 得到矩阵Γ的表达式。这是一个4N维的矩阵。

3. 求解矩阵Γ的零本征值对应的本征向量。这是求解一个4N维矩阵的本征
值。

我们看到，这个直接求解方法的困难程度相当于求解Schrödinger方程的平
方。Schrödinger方程的求解已经需要用到各种各样的近似与间接方法，更不用
说我们这个Redfield方程了。因此，发展和运用这一基本框架的重要问题就是
发现一套高效率的求解上述方程的方法。

在平衡态统计力学，我们有量子Monte Carlo方法，以无相互作用系统
上的精确解为基础的微扰论（Feynman图展开、BBGKY链），密度矩阵重
整化，密度泛函理论等方法来处理相互作用系统。那么，对于我们的非平

衡Redfeild方程，我们能不能也发展一套方法呢？我们先简略地总结一下其他
工作者已经提出的方法，然后重点介绍一下自己的工作。

4 相相相互互互作作作用用用系系系统统统非非非平平平衡衡衡定定定态态态的的的计计计算算算技技技术术术

4.1 现现现有有有方方方法法法小小小结结结

量子主方程，不管是Redfield方程还是Lindblad方程，都是一阶微分方程，记为

d

dt
ρ = Lρ, (45)

可以用直接积分的方法求解。这样的积分求解方法包含对一般系统都是用

的Runge-Kutta方法（RK）、short-iterative-Arnoldi（SIA）传播子、短时Chebyshev多
项式（CP）传播子、Newtonian多项式传播子，以及辛积分子（symplectic in-
tegrator）方法。对于这些方法，文献[21]做了很好的比较和综述。在此我们仅
仅做一个非常简单的介绍。

Euler方法就是直接计算数值积分，例如ρ(t+δt) = ρ(t)+Lρ(t)δt。它有正比
于(δt)

2
的误差。RK就是用更合理的多次迭代的方式，在不增加太多计算量，

不用改变步长的前提下，来减小误差，例如把一步的迭代改成两步、四步或者

更多步。这样的计算方法对于很多的演化方程都是适用的，但是它并没有利用

我们的动理学方程是线性的这一特征。这个方程的计算复杂度主要取决于步

长，每一步的计算需要处理2N矩阵的相乘运算。
线性微分方程存在一般解：

ρ(t) = eLtρ(0), (46)

所以只要我们知道算符（有时候称为超算符，因为算符通常指作用在波函数

上的线性映射，而L作用在密度矩阵——也就是通常所说的算符——上）L的
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本征向量与本征值（当我们说超算符的本征态和本征向量时，我们把超算符

看做一个大矩阵，例如方程Eq. (28)中的Γ。在这个意义上，我们把Γ与L等
同，P与ρ等同），我们就可以知道一切

ρ(t) = eLµt |µ) (µ| ρ(0)) . (47)

特别地，如果我们只关心定态，则

ρ(∞) = |0) , (48)

其中我们要求

Re(Lµ) < 0, ∀µ 6= 0, (49)

只有

Lρ (∞) = L0 |0) = 0. (50)

所以问题转化为求4N维矩阵的零本征值问题。考虑归一化条件

tr (ρ (∞)) = 1, (51)

我们可以用tr (ρ)替换L的任意一行，不妨说第一行，然后方程的右边也需要作
相应的变化，也就是第一个元素为1，我们得到，

L̄ρ (∞) = diag [1, 0, 0, . . . ] . (52)

这里diag是指把所操作的向量放在对角元上形成一个矩阵。直接求解4N维线性
系统的零本征向量或者线性方程的解，尽管数值意义上精确，仍然是一个困难

的问题。下面一类近似解法的基本想法是用更简单高效的方法来近似代表演

化算符eLt
。细节请参考综述文章[21]以及其中相应的参考文献。下面以SIA为

例，介绍这些方法的思想。从一个t时刻的状态ρ (t)出发，构造一个Krylov空
间，就是做n次重复计算Lnρ (t)，记录这些矢量组成的空间。在n维这个子空间
内，算符L拥有以下的形式

L ≈ V lV T , (53)

其中矩阵V可以由Lanczos方法在构造以上Krylov空间的过程中得到。下一步，
在子空间内对角化算符l。记对角化以后的算符为L，变换的矩阵为S，则

eLt ≈ V SeLtS−1V T . (54)

这样，我们就可以得到密度矩阵演化过程的近似解。在这个方法中，我们还是

要计算很多次4N维矩阵的代数运算。
另一个经常使用的方法是随机波函数方法[7]。其基本思想是利用一系列波

函数来等价地代表密度矩阵，

ρ (t) =

∫

DψDψ∗ |ψ〉 〈ψ|P [ψ, t] , (55)
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然后用这一系列波函数的演化来代替密度矩阵的演化。在这些波函数的演化

中，往往会出现跳跃项等需要随机过程来模拟的动力学，而不再是厄米算符所

描述的幺正演化。这个方法的算法复杂性相当于求解Schrödinger方程再加上随
机跳跃过程，也就是说大概相当于求解2N维的线性系统。
以上这些方法，对一般的量子主方程都是适用的，没有要求方程具有任

何特殊结构。最近，Prosen等人提出了针对密度矩阵的tDMRG方法[6]，但是
只能用于局域算符Lindblad方程。其中用到了演化算符的局域展开，这一点
在Redfield方程上不能实现。这个方法对于无相互作用系统，相当于把2N的线
性系统转化为N2维的问题。对于相互作用系统，这个方法的效率Prosen等人还
在进一步研究中。

下面主要介绍我们自己提出的两个方法：基于Green函数的非平衡BBGKY链
方法和基于量子相干态表象的量子随机微分方程方法。

4.2 类类类BBGKY方方方法法法

从处理平衡态的多体系统的技术[22]，我们知道BBGKY链方法与Feynman图微
扰展开或者Dyson方程等是等价的[23, 24]。对于无相互作用系统，Wick定理
表明单粒子Green函数的方程式封闭的，而且只要知道单粒子Green函数，多
粒子的Green函数就可以计算出来。因此求解单粒子Green函数就够了。记n粒
子Green函数为Gn。对于相互作用系统，G1的方程中会出现G2，G2的方程中

会出现G3等等。对于这样的一个方程链，必须引入截断才能处理。其中一种截

断方式是集团展开[24, 25]。现在我们就要把这样的方法应用于非平衡动理学方
程。

为了方便和具体，我们用V − t2模型（紧束缚模型加上近邻相互作用）来表

达我们的一般理论。子系统定义为

HS = −t
N−1
∑

l=1

(

a
†
l al+1 + a

†
l+1al

)

+ V0

N−1
∑

l=1

a
†
l+1al+1a

†
l al = H0 + VS , (56)

耦合到在左右两端的两个热浴上，其Redfield方程可以按照方程Eq. (16)写出
来。

同样我们只对定态感兴趣ρ (∞)，并且我们想用这个定态来计算各种物理
量。对于任何定义在子系统的物理量A，从定态Redfield方程（Eq. (16)取左边
等于零）我们得到A满足的方程，

0 = i 〈[A,H0]〉+ i 〈[A, VS ]〉+ λ2
∑

α

{〈[

A, c†α
]

m̂α

〉

+
〈

[A, cα] ˆ̄mα

〉

−
〈

m̂†
α [A, cα]

〉

−
〈

ˆ̄m†
α

[

A, c†α
]〉}

, (57)

这是我们这一节的中心方程。这一节中，所有其他的方程都将从这个方程中推

导出来。根据多体理论，任何物理量都可以表示成为产生湮灭算符
{

al, a
†
l

}

的

函数。如果我们知道了所有的各阶Green函数，就能够计算任何的物理量。下
面，我们来计算Green函数，从单粒子

G1

(

m†, n
)

=
〈

c†mcn
〉

(58)

2这里我们不再需要用t表示时间，因此我们把前面的τ换回t。通常在紧束缚模型中我们用t来表

示hopping强度。
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和双粒子的开始，

G2

(

m†, n†,m
′

, n
′
)

=
〈

c†mc
†
ncm′ cn′

〉

. (59)

我们取A = c†mcn代入方程Eq. (57)，我们得到

0 = it
〈

c
†
m−1cn

〉

+ it
〈

c
†
m+1cn

〉

− it
〈

c†mcn+1

〉

− it
〈

c†mcn−1

〉

(60a)

−iV0
〈

c†mc
†
n−1cncn−1

〉

+ iV0

〈

c
†
m+1c

†
mcm+1cn

〉

−iV0
〈

c
†
n+1c

†
mcn+1cn

〉

+ iV0

〈

c†mc
†
m−1cncm−1

〉

(60b)

−λ2
∑

α

〈

δmαcn ˆ̄mα + δnα ˆ̄m†
αc

†
m − δnαc

†
mm̂α − δmαm̂

†
αcn

〉

, (60c)

注意热浴算符也是产生湮灭算符
{

al, a
†
l

}

的函数，因此从Eq. (60b)我们看

到G1依赖于G2甚至G3或者更高阶的Green函数（从Eq(60c)）。如果我们写
下G2的方程，我们会看到它依赖于G3、G4以及更高阶Green函数。求解整个
方程链是困难的，除非我们能够做某些合理的截断。在这里我们将采用集团展

开（cluster expansion）[26, 24, 25]。
就像在平衡态BBGKY链与集团展开中一样，我们先从无相互作用的子系统

开始。这就是令上述方程Eq. (60)中V0 = 0。我们发现这时候热浴算符m̂, ˆ̄m也
只有产生湮灭算符的线性项。合起来，我们发现此时G1的方程是封闭的。我们

还可以证明此时，G2的方程与G1的方程等价，也就是说G2完全由G1给定。这

正好就是平衡态Wick定理的内容，

G2

(

m†, n†,m
′

, n
′
)

= G1

(

m†, n
′
)

G1

(

n†,m
′
)

−G1

(

m†,m
′
)

G1

(

n†, n
′
)

.

(61)

以它为基础，我们就可以来构造微扰展开。对于相互作用系统，方程右侧还有

额外的项，记为

G2

(

m†, n†,m
′

, n
′
)

. (62)

通常我们也称前者为Hartree-Fock项，后者为关联项。更高阶的Green函数也有
类似的展开关系，加上额外的关联项[25, 9]。集团展开的基本思想就是在某一
级忽略这样的关联项。例如取G2 = 0我们就得到了G1的封闭方程。这相当于是

一级集团展开。我们还可以在G3中保留G1和G2而取G3 = 0。这就相当于二级
集团展开。同时对于相互作用系统，热浴算符也不仅仅包含产生湮灭算符的一

阶项。通过微扰计算可以得到热浴算符的逐级展开形式，例如

m̂α =
∑

m

Dα;mcm + V0
∑

m1m2m3

Dα;m1m2m3
cm1

c†m2
cm3

+O
(

V 2
0

)

(63a)

ˆ̄mα =
∑

m

D̄α;mc
†
m − V0

∑

m1m2m3

Dα;m1m2m3
c†m3

cm2
c†m1

+O
(

V 2
0

)

, (63b)

其中定义Dα;m与Dα;m1m2m3
的细节请参考[8, 9]。
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把集团展开与热浴算符的展开形式代入G1的方程，我们可以得到G1的封闭

方程。其主要部分是一个线性方程，同时包含非线性的微扰项。这样的方程可

以通过迭代的方式求解。在小系统上，我们把用这个一阶近似求得的近似解与

数值精确接做了对比。我们分别计算了密度矩阵的距离与粒子流，见图7。我
们发现在相互作用比较小的条件下，两种结果符合的很好。我们还发现从零阶

近似（也就是忽略相互作用）到一阶近似确实有很大的提高。 我们还用二阶近

似做了同样的计算。计算结果还没有正式发表。初步的处理可以在吴金闪的主

页[27]上看到。其结果比一阶近似有了更大的提高。

4.3 量量量子子子随随随机机机微微微分分分方方方程程程方方方法法法

用确定性动理学方程描述系统是统计力学的一种思路，用随机过程表述系统是

统计力学的另一种思路。现在我们要把上面这个确定性动理学方程转化为随机

微分方程，然后用Langevin（郎之万）方程、Monte Carlo模拟等方法来求解这
样的方程的定态。

把产生湮灭算法转化为导数算符，密度矩阵转化为密度分布函数的方法是利

用相干态表象。在量子光学中，光子的量子主方程经常通过在相干态表象中转

化为随机微分方程来求解[28]：密度矩阵成为“概率密度分布函数”（形式上，
实际上有时取负值），产生湮灭算符成为导数算符。在量子光学中所讨论的问

题经常是动力学的或者是平衡态的。在这个意义上，我们的工作就是把这样的

技术推广到非平衡态的研究中去。

对于一个N格点系统，通过这样一个变换得到的随机微分方程有2N个复随
机变量。下面，我们以N格点Bose-Hubbard[29, 30]为例简单介绍这个方法。得
到的方程有时候可以解析求解，有时候要通过Monte Carlo模拟来求解随机微分
方程对应的Langevin方程[31, 28]。
相干态表象有很多种。这里我们只介绍其中的一种。一个常用的相干态表象

是P表象[28]。在P表象下，第i个格点所对应的随机变量ξi and ξ
∗
i看成相互共轭

的变量，因此我们只用考虑N个随机变量。对于很多系统，两者是要分开考虑

的。一个关于各种不同表象的综述可以在文献[28]与[32]内找到。已有的研究表
明这种技术可以处理约150000个原子在106个动量本征态上的BEC动力学[33]。
在这一节中，我们仅给出利用这种方法给出无相互作用系统的非平衡态的解析

表达式，对于相互作用系统，我们数值工作还没有这么成熟，结果也没有正式

发表，暂时不在这里讨论。

为了讨论更具体，我们以双热浴中的1维Bose-Hubbard模型[29, 30]为例来
介绍相干态表象下的量子随机微分方程方法。左右热浴的温度分别为TL =
T + ∆T

2 与TR = T − ∆T
2 。子系统、热浴、耦合项分别定义为

HS = H0 + VS =

N−1
∑

l=1

(

a
†
l al+1 + a

†
l+1al

)

+
U

2

N
∑

l=1

nl (nl − 1) , (64a)

HB =
∑

k,α

ωk,α

(

b
†
k,αbk,α + 1

)

, (64b)

HSB = λ
∑

k,α=L,R

(

V α
k a

†
αbk,α + h.c.

)

. (64c)
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图 7: 在规模较小的系统（N = 4）上，我们把类BBGKY一阶近似解g
C,(1)
1 （作

为对比，还有零阶——不考虑相互作用——解g
C,(0)
1 ）与精确数直接gEx

1 做了

对比。在图（a）和（b）中，我们分别展示了一阶解的距离dC,(1)和零阶

解的dC,(0)随着∆T和V0的变化。在两张图中d
C,(1)都要比dC,(0)小很多。在图

（c）和（d）中，我们展示了JC,(0)和JC,(1)随着∆T和V0的变化，并与数值
精确解JEx做了比较。从图（c）中，我们发现在相互作用比较小的时候
（V0 = 0.2），JC,(0)与JC,(1)都离JEx不远。在图（d）中，我们看到当相互
作用比较大的时候JC,(1)要远远好于JC,(0)

。此图取自[8]。
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约化密度矩阵的Redfield方程为Eq. (13):

∂ρ(t)

∂t
= −i[HS , ρ(t)]

−λ2
∑

α=L,R

{[

a†α, m̂αρ(t)
]

+
[

aα, ˆ̄mαρ(t)
]

+ h.c.
}

. (65)

热浴算符m̂L(m̂R)定义与公式Eq. (17)相同，可以从a1（aN）的动力学计算得

来，并且可以展开成a
†
l , al的多项式。截断到U的一阶项，我们有

m̂α =
∑

m

Dα;mam + U
∑

m1m2m3

Dα;m1m2m3
a†m1

am2
am3

+O
(

U2
)

(66a)

ˆ̄mα =
∑

m

D̄α;ma
†
m + U

∑

m1m2m3

Dα;m1m2m3
a†m3

a†m2
am1

+O
(

U2
)

, (66b)

其中展开系数Dα;m, D̄α;m, Dα;m1m2m3
的定义见文献[9]

下一步，利用P表象，把a†l和al替换成导数算符，例如

a
†
l ρ↔

(

ξ∗l − ∂

∂ξl

)

P
(

~ξ
)

. (67)

这样我们就得到一个广义Fokker-Planck方程。对于无相互作用系统，这一方程
退化成为标准Fokker-Planck方程[31]。在此，我们只给出这个无相互作用系统
的方程。

∂

∂t
P =

∑

i,j

[

− ∂

∂ξi
Γijξj +

∂2

∂ξi∂ξ
∗
j

Dij∗ + c.c.

]

P. (68)

常系数矩阵Γ和D由D, D̄定义。具体表达式请参考文献[9]。我们注意到这个
方程实际上是Ornstein-Uhlenbeck过程的Fokker-Planck方程，存在精确解[28,
31]，

P
(

~ξ
)

=
1

Z
e−

1
2 ξ

†σ−1ξ, (69)

其中Z是归一化常数，矩阵σ是下述方程的解，

Γσ + σΓ† + D = 0. (70)

在图8中，我们把这个解析解与类BBGKY数值解做了对比，得到结果相互
符合得非常好。在考虑相互作用的系统中，我们就必须通过数值模拟来求解广

义Fokker-Planck方程。因此，在图8中，我们还把无相互作用系统的数值解与
类BBGKY数值解做了对比，用来对数值方法做一个检验。我们也得到了符合
得非常好的结果。

对于包含相互作用的中心系统，我们得到的广义Fokker-Planck方程在标
准Fokker-Planck的基础上加入了高阶导数项。有的学者认为这样的广义Fokker-
Planck方程仍然能够通过转化为广义Langevin方程来求解[31, 34]。而有的学
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图 8: 无相互作用系统上，相干态表象下，非平衡态的精确解与类BBGKY数值
解的对比。红色（蓝色）曲线是解析解（数值模拟）与类BBGKY数值解的对
比。Green函数（dre,An

B ，主图）和粒子流（Jre,An与Jre,B，插图）都符合的很

好。参数取N = 2, λ = 0.5, T = 2.0, µ = −2.0。

者认为，必须发明新的方法或者想办法去掉这样的高阶导数项，例如通过使

用Gaussian（高斯）相空间的方法[32] 或者把整体系统而不仅仅是中心系统
的演化纳入考虑[35]。两者都有可能成功，尤其是后者，我们认为可以得到更
加可靠的结果，应该被更加广泛的应用。而且这样的处理能够很容易地求解

非Markovian过程。目前，我们正在开展沿着这个思路的工作。
在这一节中，我们利用相干态表象找到了无相互作用系统的Redfield方程的

解析解，对相互作用系统也大致阐述了求解的思路与技术。实际上，这一技术

也能够用来处理Lindblad方程，而且更简单。我们还可以证明这一方法也能给
出前面类BBGKY方法中的级联方程。但是，我们注意到完全发挥这一方法的
威力还需要解决含有三阶导数项的广义Fokker-Planck方程的求解问题。这一问
题还有待研究。

5 结结结论论论与与与展展展望望望

在本文中，我们主要介绍了处理量子系统非平衡定态的量子主方程方法的

一般框架，计算技术，以及我们最新提出的两种技术。我们的技术不仅可

以处理Redfield方程，也可以处理Lindblad方程等其他量子主方程。我们的方
法不仅可以处理非平衡态也可以处理平衡态与动力学。在处理平衡态的时

候，我们不需要从Boltzmann分布出发来计算，我们主方程演化的稳态自然就
是Boltzmann分布。另外，相干态表象下量子随机微分方程的技术能够处理非
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常大的系统，有可能可以用来研究热浴和子系统构成的整体系统的动力学。这

样，我们就可以研究统计物理学的第一个基本问题：热平衡分布的充分必要

条件。我们可以让系统处于不同的初始状态，可以把二级微扰，Markovian近
似，无限大热浴这些假设都去掉或者换成别的假设，来探讨子系统的演化末状

态。

另外，统计物理学的第二个基本问题——系综分布与单一宏观系统的测
量，也可以通过这个量子主方程与稳态分布的框架来讨论。我们前面提到，系

统自身的回复时间的尺度是很大的，通常大大大于宏观测量的时间尺度，因此

长时平均等于系综平均的说法实际上不合理：系统在宏观测量下没时间做长时

平均。我们的对这个问题的回答是：实际上与宏观测量时间对比的不是系统自

身的回复时间，而应该是系统在环境耦合下的回复时间。这样做的物理图景相

当于是：宏观测量扰动了系统，使其偏离了平衡态（或者说得到了平衡态分布

的一个抽样），接着环境迫使系统回复到平衡态，然后下一次宏观测量又扰动

了系统，如此反复，直到宏观测量结束。所以，宏观测量在环境的帮助下，相

当于给定分布函数的抽样过程，自然其平均等于概率平均。实际模型上的计算

过程还在进行。

总之，这个一般框架加上计算方法不仅可以提供一个用来计算非平衡态的一

般道路（统计物理学的第三个基本问题），还可以解决第二个基本问题，还有

助于解决第一个基本问题。

这个简短的综述文章首先从统计物理学本身对非平衡定态研究做了个总结，

现在我们再从系统科学的角度来看这个方向的意义。科学可以从研究对象来划

分，也可以从研究深入的层次来划分为基础科学与应用科学，从研究内容上还

可以分为研究处理研究对象方法的还是研究具体系统性质与规律的。整个物理

学基本上是研究物理系统的学问，研究具体系统的性质和规律，同时也研究处

理物理系统的方法。具体到统计物理学，它更多地研究处理相互作用的多体系

统的处理方法，当然，也研究典型物理系统、典型物理模型。系统科学研究更

加一般的（物理的或者非物理的）系统的处理方法。系统科学没有特定的研究

对象。它关注的具体学科领域有很多，包括经济、工程、社会、物理、地理、

生物、心理等各个领域。也许从研究对象来看它是一门交叉科学，但是系统科

学是方法论性的学科，不是以研究对象来安身立命的学科。从这个意义上说，

它不是交叉科学，仅仅是研究对象交叉起来的科学，其研究方法（至少希望）

是一致的统一的，成系统的，有内在的逻辑关系的。它从具体的学科来，到一

般的方法中去，然后再从一般的方法到具体的学科中去。也许前后这两个具体

的系统属于不同的学科或者同一个学科。系统科学注重事物（来源于相同或者

不同学科的具体系统）之间的联系，发现其共同点与不同的地方，借鉴和发展

某一具体系统的研究与处理方法，应用于解决另一具体系统的问题。在这里，

关键词就是：联系，共同点，方法，解决问题。尤其是联系，这意味着从事物

之间，或者事物内的部分之间的联系，也就是相互作用出发，来考虑问题。这

是系统科学非常重要的考虑问题的角度。我们有时候称它为“系统的思想”。有
的人把它称为整体与部分，用整体的观点来考虑问题。这也有一定道理。但

是，我们也尽量避免这个提法，因为这看起来好像部分的研究不重要的了，整

体才是重要的。更好的理解方式应该是说，部分的研究是不能完整地描述整体

的，还需要从整体来考虑。有的时候相互作用系统的整体行为与系统的个体的

直接行为之间是有差别的。这也被称为涌现性问题。由于系统科学主要关注相

互作用（有时候甚至是多种相互作用的混合）的多体系统，并考察多个层次上

的涌现性问题，在这个意义上系统科学也常常被称为复杂性研究。
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对于系统科学这样一个研究方法、解决多个具体系统的问题的一门学问，

它的主要方法又从哪里来呢？物理学是研究所有自然现象最基础的学科。它

既研究具体系统，也研究方法。物理学探讨对自然现象的描述，进而研究现

象出现和演化的推动力来理解现象，或者有的时候还要预测和控制现象。物

理学的精神就是：寻找和发现客观现实，探寻其原由，以至（希望）所有自

然现象都能够用最简单的统一的方式来描述和理解。物理学的发展扩大了其

研究对象。一方面，物理学的方法，尤其是统计物理学的方法，还被应用于

社会现象的研究，而不仅局限于自然现象。当然，这还没有成为物理学的主

流。物理学的这种很强的侵略性使得一部分研究非物理系统的学者对其爱恨交

加，也使得最传统的物理学研究者恨爱交加。另一方面物理学对复杂系统的

研究使得某些研究问题和某些研究方法开始从最传统的物理学稍微地分离开

来。例如，统计物理学和热力学展示物理系统通常具有趋向热平衡的特性，可

是结构和花样的出现也是一个普遍事实，例如Poiseuille-Bernard流中花样的形
成，Belousov–Zhabotinsky反应中花样的出现，甚至生物的进化。在一定条件
下，系统可以从各项同性的没有结构的状态演化从有结构的状态。这些问题的

研究有其自身的共性，虽然还可以看作是物理学、化学或者生物学的研究，但

是把它们联合起来从原来的学科中独立出来还是有意义的。这也促使系统科学

的研究从传统物理学中区别开来。

这样的现象尽管主要出现在物理学研究中，在其他学科，例如生物学、生

态学、经济学、社会学，中也有类似风格的工作：发展和利用其它学科或者本

学科的方法，寻找不同具体系统之间的的共性和差异，然后解决本学科或者其

他学科的问题。所以，系统科学方法的一个重要来源就是物理学，尤其是统计

物理学。当然，广义上说，数学本身就是这样一门学问：从实际问题中（主动

地或者被动地）提炼出抽象结构，研究和发展这样的结构，然后用于实际问题

的研究。从这个意义上，系统科学也可以看成是数学的一个分支学科。不过，

能看成数学分支的学科太多了，例如理论物理学，理论生物学等等，这些都是

广义的数学模型方面的学科。因此，把系统科学独立出来看，还是有一定意义

的。

系统科学就是在这样的一个背景下得到了比较大的发展：类似风格的研究者

和研究工作聚集在一起，用“系统的思想”来研究一个或多个具体系统。基于这
样的特征，人们给这些人和工作取了个名字：系统科学。而且我们发现这样一

个处理相互作用的多体系统的思想与方法与统计物理学是紧密结合在一起的。

因此，我们希望这个关于统计物理学基本问题研究的综述不仅仅对物理学工作

者有意义，还能够帮助系统科学的研究者建立一个粗略的图景。大量来自于平

衡态统计物理学的模型与方法，例如Ising模型，相变与临界现象理论，动力学
系统的行为与底层几何结构的关系，有限大小标度，系综理论，Metropolis模
拟方法，Green函数方法等等，已经进入了系统科学的研究。可以预见，在不
久的将来，非平衡态的模型与方法，包括处理非平衡系统的一般框架，处理相

互作用的Green函数方法与集团展开方法，量子随机方程的技术等等，也将成
为系统理论基础的一部分。
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